
勤奋 进取 求实 每天都在进步 

渝石网络 http://www.fishsting.com 1  

空间向量和立体几何 

黄建春 

（渝石网络 http://www.fishsting.com 中国重庆） 

 

知识清单： 

 

1，空间向量及运算： 

   空间向量和平面向量的加、减、数乘一样。 

1.1 空间向量的定义：空间中既有大小又有方向的向量叫做空间向量，用有向

线段表示空间向量的定义 AB


 或a

，是自由向量，不讲究起点，空间向量

的大小叫做空间向量的长度或者模。记 AB


或者 a

。 

1.2 空间向量的夹角：过空间一点O作OA a
 

，OB b
 

，则 AOB 叫做 a

与b

的

夹角，记作 ,a b
 

，0 ,a b  
 

，当 ,a b
 

2


 时，a


与b

垂直，记 a b

 
。

当 ,a b
 

0 或 时， / /a b
 

。 

1.3 特殊空间向量：当 a


0 时，称a

为零向量，记 a


0 ，与任意向量平行和
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垂直。当 a


1 ，称 a

为单位向量，对任意非零向量 a


，

a

a



 叫做 a

的单位

向量。当a


=-b

时，称 a


与b

互为相反向量。 

1.4 方向向量与法向量：当a

与 l平行时，称 a


( 0) 是 l的方向向量，一直线的

方向向量有无数个。当 a

与平面 垂直时，称a


( 0) 是平面 的法向量，

一平面的法向量有无数个。 

1.5 向量的线性运算： 

   1.5.1 向量的加法符合平行四边形法则，减法符合三角形法则，又满足规律：

( ) ( )a b c a b c    
     

，a b b a  
   

，若 n 个向量相加且首尾相接，则其和

向量以开始起点为起点，以最终的终点为终点一样，即 

0 1 1 2 2 1 03 n nnA A A A A A A A A A     
    

。 

   1.5.2 向量的数乘： a

与平面向量意义相同。 a


a

， 0  时， a


与

a

同向； 0  时， a


与 a


反向；满足 a a 

 
； ( )a b a b    

   
；

( )a a a     
  

； ( ) ( )a a  
 

 

   1.5.3 向量的共线定理：b


0 时， / /a b a b 
   

 

1.6 空间向量的数量积： cos ,a b a b a b  
     

 是一个实数。 

    满足规律： a b b a  
   

 

               a b c a b a c     
      

 

                 a b a b   
   

 

   不满足结合律，即： ( ) ( )a b c a b c    
     

 

        应用：  
2

a a
 

 

                0a b a b   
   

 

                cos ( 0, 0)
a b

a b a b
a b


   



 
   

   
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2，空间向量基本定理及坐标运算： 

   2.1 空间向量基本定理：若向量 1 2 3, ,e e e
  

是空间三个不共面向量， a

是空间任

意向量，那么存在唯一一组实数 1 2 3, ,   使得 1 1 2 2 3 3a e e e    
   

，其中

空间中不共面的向量 1 2 3, ,e e e
  

叫做这空间的一组基底。 

   2.2 单位正交基：当一组基底 , ,i j k
  

两两垂直，且 1i j k  
  

，则 , ,i j k
  

 叫

做单位正交基底，对于任一向量 a

，有 a


xi y j zk  
  

，其中 x a i 
 

，

y a j 
 

， z a k 
 

叫做 a

在 , ,x y z轴上的投影。 

   2.3 空间向量坐标运算：  1 1 1( , , )a x y z


  2 2 2( , , )b x y z


 

                           1 2 1 2 1 2( , , )a b x x y y z z    
 

 

                           1 2 1 2 1 2( , , )a b x x y y z z    
 

 

                           1 1 1( , , )a x y z   


 

                           1 2 1 2 1 2( , , )a b x x y y z z 
 

 

   2.4 向量坐标的应用：  1 1 1( , , )a x y z


  2 2 2( , , )b x y z


 

                         若 0b 


，则 / /a b
 

=
1 2

1 2

1 2

x x

y y

z z






 
 
 

  R   

                         2 2 2
1 1 1a x y z  


 

                         1 2 1 2 1 2 0a b x x y y z z    
 

 

                         

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos ,
x x y y z z

a b
x y z x y z

 


    

 
( 0, 0)a b 
 

 

   2.5 待定系数法求平面法向量步骤： 

       （1）设平面法向量为 ( , , )n x y z


 

       （2）找出平面内两不共线向量坐标  1 1 1( , , )a x y z


  2 2 2( , , )b x y z

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       （3）法向量 n

与 ,a b
 

都垂直
0

0

n a

n b

   
 

 

   

       （4）解方程组，取其中一个解，就为法向量的坐标。 

3，用向量解决平行和垂直问题：直线 1l 的方向向量设为 1s

，直线 2l 的方向向量

设为 2s

，平面 的法向量设为 1n


，平面  的法向量设为 2n


，则： 

1 2 1 2/ / / /l l s s
 

 ， 1 2 1 2l l s s  
 

， 1 1 1/ /l s n  
 

 

        1 1 1/ /l s n 
 

， 1 2/ / / /n n  
 

， 1 2n n   
 

 

4，用向量求夹角： 

   4.1 直线间夹角： 当 1l ， 2l 共面时，把两直线夹角中范围在[0, ]
2


内的角叫

做 1l ，2l 间的夹角。当 1l ，2l 互为异面直线时，在 1l 上任取一点 A 作 / /AB 2l ，

把 1l 和 AB 间的夹角叫做异面直线 1l 和 2l 的夹角。 

         向量与夹角间的关系：已知直线 1l 和 2l 的方向向量为 1s

， 2s


 当

1 20 ,
2

s s


 
 

时，直线 1l 和 2l 的夹角等于 1 2,s s
 

；当 1 2,
2

s s
  

 
时，

直线 1l 和 2l 的夹角等于 1 2,s s 
 

。 

   4.2 平面间夹角：两平面所成的二面角中，范围在 0,
2

 
  

内叫做两平面间的夹

角。 

         向量与夹角的关系：平面 1 与 2 法向量为 1n

和 2n

，为两平面所称

二面角的平面角由 1 2,n n
 

确定：当 1 20 ,
2

n n


 
 

时， = 1 2,n n
 

； 当

1 2,
2

n n
  

 
时， =  1 2,n n

 
 

   4.3 直线与平面的夹角：平面外一条直线与它在平面内投影的夹角叫做直线

与平面的夹角，范围在 0,
2

 
  

。设直线 l方向向量为 a

，平面法向量为n


，

直线与平面所成的角为，则： 
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                   sin cos ,
a n

a n
a n




 


 
 

   

       当 ,
2

a n



 

时， = ,
2

a n



 

， sin cos ,a n  
 

 

       当 ,
2

a n



 

时， =  ,
2

a n


 

 

5，用向量求距离：一个图形中任一点与另一个图形中任一点间距离的最小值叫

做图形与图形之间的距离。 

5.1 点到直线距离：因为直线和直线外一点确定一个平面，所以空间一点到直

线距离实际上就是空间中某一平面内点到直线的距离。l是过点 p 平行于

向量 s


的 直 线 ， A 是直线 l 外 一 定 点 ， 点 A 到 l 的距离为

2 2

0d PA PA s  
  

（ 0s

为向量 s


方向上的单位向量） 

5.2 点到平面的距离： 是过点 p 的垂直向量 n

的平面，A 是 外一定点，点

A 到平面 的距离 0d PA n 
 

（ 0n

为向量 n


方向上的单位向量）。 

5.3 线面距离和面面距离： 

    5.3.1 直线到它平行平面间的距离：一直线与一平面平行，这直线上任一

点到面间的距离称为线面距离，一般将线面距离转化为点面距或面面距

来求。 

    5.3.2 两个平行平面间的距离：和两个平行平面同时垂直的直线叫做这两

平面的公垂线，公垂线夹在两平面之间的部分叫做这两个平面的公垂线

段，公垂线段的长度称为面面距，一般将面面距转化为点面距来求。 

基础题： 

1，在空间四边形 ABCD 中，若 AB a
 

，BD b
 

，AC c
 

，则CD


等于 （   ） 

 A． ( )a b c 
  

   B． ( )c b a 
  

    C． a b c 
  

    D． ( )b c a 
  

 

2.在以下命题中，正确命题的个数为（   ） 

①若 ,a b
 

共线，则 a

与b

所在直线平行； 

②若 ,a b
 

所在直线是异面直线，则 a

与b

一定不共面； 

③若 , ,a b c
  

三向量两两共面，则 , ,a b c
  

三向量共面； 
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④若 , ,a b c
  

三向量共面，则由 ,a b
 

所在直线所确定的平面与由 ,b c
 

所在直线确定

的平面是同一个平面 

 A．0            B．1            C．2            D．3 

3，（广东省高明一中 2009 届高三上学期第四次月考）若 a、b、c 为任意向量，

m∈R，下列等式不一定成立的是（  ）　  

 A. (a+ b) +c=a+ (b+ c)  B. (a+ b) ꞏc=aꞏc+ bꞏc 　 C. m(a+ b)=ma+ mb   

D. (aꞏb)c=a(bꞏc) 

4，（陕西省西安铁一中 2009 届高三 12 月月考） 与向量（-3，-4，5）共线的单

位向量是（     ） 

（A）（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

 ）和（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

  ）；   （B）（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

 ）； 

（C）（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

）和（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

   ）；   （D）（
3 2 2 2 2

, ,
10 5 2

  ）； 

5，在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，化简 1( )AB AD DD BC  
   

的结果为

______________； 

6，若空间三点 A（1，5，-2），B（2，4，1），C（p,3,q+2）共线，则 p=______,q=______。 

7，（湖南省衡阳市八中 2009 届高三第三次月考试题）已知 1 2 3F i j k  
   

，

2 2 3F i j k   
   

， 3 3 4 5F i j k  
   

，若 1 2 3, ,F F F
  

共同作用于一物体上，使物体

从点 M（1，-2，1）移动到 N（3，1，2），则合力所作的功是                .  

8，（广东省北江中学 2009 届高三上学期 12 月月考）在正三棱柱 ABC—A1B1C1

中，若 AB= BB1，则 AB1 与 C1B 所成角的大小为（  ）   

A.60°   B.90°   C.105°   D.75° 

9，设向量    3,5, 4 , 2,1,8 3 2 , ,a b a b a b    
     

，计算 并确定 ,  的关系，使

a b z 
 

与 轴垂直 

 

 

10，如图，E 是正方体 ABCD—A1B1C1D1 的棱 C1D1 的中点，试求向量 与

所成角的余弦值.　 
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巩固题： 

1，在△ABC 中，AB=AC=5，BC=6，PA⊥平面 ABC，PA=8，则 P 到 BC 的距

离是…（  ） 

A.             B.4              C.3               D.2  

2，在平面直角坐标系中, ( 2,3), (3, 2)A B  ,沿 x 轴把平面直角坐标系折成 120的

二面角后则线段 AB 的长度为（    ）  

 A． 2            B．2 11          C．3 2            D．4 2  

3，若向量 a=(1,λ,2),b=(2,-1,2),a、b 夹角的余弦值为 8/9，则 λ 等于（  ）  

    A.2               B.-2         C.-2 或
2

55
            D.2 或

2

55
  

4,( 湖南省衡阳市八中 2009 届高三第三次月考试题)已知 ,a b
 

均为单位向量,它们

的夹角为 60,那么 3a b
 

等于（    ） 

A． 7         B． 10              C． 13             D．4 

5，设 a=(x,4,3),b=(3,2,z),且 a∥b,则 xz 等于（  ）　  

A.-4          B.9           C.-9                  D. 
64

9
  

6，如图，平面PAC⊥平面 ABC ， ABC 是以 AC 为斜边的等腰直角三角形， , ,E F O

分别为PA，PB，AC 的中点， 16AC  ， 10PA PC  ．设G 是OC 的中点，

证明： / /FG 平面BOE ； 
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7，(山西大学附中 2008 届二月月考)正三棱柱 1 1 1ABC A B C 所有棱长都是2，D是

棱 AC 的中点，E 是棱 1CC 的中点， AE 交 1A D于点 .H  

 （1）求证： 1AE A BD平面 ； 

 （2）求二面角 1D BA A  的大小（用反三角函数表示）； 

 （3）求点 1B 到平面 1A BD 的距离. 

               

8，（09 山东理） 如图，在直四棱柱 ABCD-A1 B1 C1 D1中，底面 ABCD 为等腰

梯形，AB//CD，AB=4, BC=CD=2,  AA1 =2,  E、E1分别是棱 AD、AA1的中点.      

（1） 设 F 是棱 AB 的中点,证明：直线 EE1 //平面 FCC1； 

（2） 证明:平面 D1AC⊥平面 BB1C1C. 

 

 

 

 

 

 

提高题： 

1，（09 山东理）设 P 是△ABC 所在平面内的一点， 2BC BA BP 
  

，则（   ） 

A. 0PA PB 
  

    B. 0PB PC 
  

   C. 0PC PA 
  

   D. 0PA PB PC  
   

 

2，（09 山东理）已知 α，β 表示两个不同的平面，m 为平面 α 内的一条直线，则

“  ”是“m  ”的(      ) 

A.充分不必要条件        B.必要不充分条件 

C.充要条件              D.既不充分也不必要条件 

3，（2010 文科）直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，若 90BAC   ， 1AB AC AA  ,则异

面直线 1BA 与 1AC 所成的角等于（     ） 

E
A   B  

C   

F   

E1   

A1   B1   

C1   D1   

D   
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      A, 30     B, 45     C, 60     D, 90  

4，（2010 文科 9)正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1BB 与平面 1ACD 所成的角的余弦

值为（  ） 

A, 
2

3
       B,  

3

3
     C, 

2

3
        D, 

6

3
 

5，（2011 全国理）已知 a 与 b 均为单位向量，其夹角为，有下列四个命题 

 1

2
: 1 0,

3
P a b

       
                2

2
: 1 ,

3
P a b

       
 

 3 : 1 0,
3

P a b
       

                 4 : 1 ,
3

P a b
       

 

 其中的真命题是（   ） 

 A． 1 4,P P  B． 1 3,P P       C． 2 3,P P          D． 2 4,P P  

6，（2011 浙江理）下列命题中错误．．的是（  ）   

 A．如果平面 平面 ，那么平面 内一定存在直线平行于平面  

 B．如果平面α不垂直于平面 ，那么平面 内一定不存在直线垂直于平面   

 C．如果平面 平面 ，平面 平面 ， =l  ，那么 l 平面  

 D．如果平面 平面 ，那么平面 内所有直线都垂直于平面  

7，（2011 全国文）若直线 l不平行于平面a，且 l a ，则（   ） 

 A．a内的所有直线与异面      B．a内不存在与 l平行的直线 

 C．a内存在唯一的直线与 l平行  D．a内的直线与 l都相交 

8，（2011 全国文）（本题满分 14 分）如图，在三棱锥P ABC 中，AB AC ，D

为BC 的中点，PO⊥ 平面 ABC ，垂足O落在线段 AD上． 

（Ⅰ）证明： AP ⊥ BC ； 

（Ⅱ）已知 8BC  ， 4PO  ， 3AO  ， 2OD  ．求二面角B AP C  的大小． 
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9，（2011 全国理）(本小题满分 12 分)如图，四棱锥 P—ABCD 中，底面 ABCD

为平行四边形，∠DAB=60°,AB=2AD,PD⊥底面 ABCD. 

 (Ⅰ)证明：PA⊥BD； 

 (Ⅱ)若 PD=AD，求二面角 A-PB-C 的余弦值。 

 

 

 

10，20．（本题满分 15 分） 

如图，在三棱锥P ABC 中， AB AC ，D 为 BC 的中点，PO⊥ 平面

ABC，垂足 O 落在线段 AD 上，已知 BC=8，PO=4，AO=3，OD=2 

（Ⅰ）证明：AP⊥BC； 

（Ⅱ）在线段 AP 上是否存在点 M，使得二面角 A-MC-B 为直二面角？若存

在，求出 AM 的长；若不存在，请说明理由。 

 

 
 
 
 

   


